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ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПОВЕРХНОСТИ 

ПО ЕЁ ФУНКЦИОНАЛАМ

Аннотация. Целью этой работы является исследование вопросов единственности решения некоторых задач геометрической томографии. Изучение таких задач в ряде случаев сводится к доказательству единственности решения уравнений первого рода типа свертки на сфере. Для уравнения первого рода типа свертки на сфере с квадратично интегрируемым ядром общего вида получена теорема единственности решения такого уравнения. Ввиду специфики ядра, для доказательства предлагается использовать метод сферических гармоник Получены теоремы единственности определения выпуклого тела по функционалам от функции главных радиусов кривизны выпуклой поверхности. Указана возможная физическая интерпретация таких функционалов. Доказана теорема единственности восстановления связного компактного аналитического многообразия без края, выпуклая оболочка которого имеет центр симметрии, по его проекционным функциям. 

Ключевые слова: уравнение первого рода, геометрическая томография, единственность, выпуклая поверхность, аналитическое многообразие. 
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SURFACE RECONSTRUCTION BY ITS FUNCTIONALS

Abstract. The purpose of this paper is to research of the uniqueness questions solution for some problems of geometric tomography. The study of such problems in some cases reduces to proving the uniqueness solution of equations the first kind of convolution type on a sphere. For the equation of the first kind convolution type on a sphere with quadratically integrable kernel of general form, the uniqueness theorem for the solution of such equation is obtained. The method of spherical harmonic is proposed to be used for the proof, because of the kernel specifics. We obtained uniqueness theorems for the definition of a convex body by the functionals of the main radii of curvature of a convex surface. The uniqueness theorem for the reconstruction of a compact connected analytic manifold whose convex hull has a center of symmetry is proved from its projection functionals.
Keywords: the equation of the first kind, geometric tomography, uniqueness, convex surface, analytical manifold.
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Рассмотрим уравнение первого рода типа свертки на 
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относительно функции 
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Интегральные уравнения вида (1) с ядрами 
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 тесно связаны с задачами геометрической томографии. Термин геометрическая томография введен R.J. Gardner. Это область математики, которая имеет дело с восстановлением компактного множества 
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  по мерам проекций тела на подпространство и/или по мерам сечений тела подпространствами [1]. Такие задачи относятся к классу обратных задач, когда по информации об объекте можно восстановить сам объект. Ключевым обстоятельством при исследовании обратных задач геометрической томографии является вопрос однозначного восстановления множества 
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 по информации об объекте. Различные постановки задач геометрической томографии и обширный список литературы представлены в монографии [1]. 

В работе, используя метод сферических гармоник, доказывается теорема единственности решения уравнения (1) с ядром 
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Теорема является некоторым обобщением известной теоремы единственности с ядром 
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 Применяя теорему единственности решения уравнения (1), мы доказываем ряд утверждений о восстановлении выпуклых и невыпуклых многообразий по функционалам проекций и освещенных частей многообразия.

2. Единственность решения уравнения первого рода типа свертки. Пусть 
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 ( сферическая гармоника порядка 
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Лемма. Функция 
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Доказательство. Пусть существуют, по крайней мере, две функции 
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 моменты которых совпадают. Тогда достаточно доказать, что для функции 
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следует равенство 
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для любой непрерывной функции 
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Теорема 1. Если ядро 
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Доказательство. Умножим уравнение (1) на 
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По формуле Функа-Гекке [2] внутренний интеграл
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где собственные значения 
[image: image46.wmf]k

l

 равны



[image: image47.wmf](

)

(

)

1

1

2,0,1,2,...

kk

KtPtdtk

lp

-

==

ò

,
а 
[image: image48.wmf](

)

k

Pt

- многочлены Лежандра.

Ввиду формулы Функа-Гекке и равенств (2), имеем
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Так как система собственных функций ядра 
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 функции 
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Теорема легко обобщается на случай пространства 
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 уравнений первого рода с самосопряженным ядром хорошо известны (см., например, [3]).

3. Восстановление поверхности по её функционалам.

В геометрической томографии большое значение имеют интегральные уравнения первого рода типа свертки на сфере. Приведем примеры таких уравнений [1].

В случаях, когда в уравнении (1) ядро 
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 – функция Хевисайда, интегральные преобразования хорошо известны и называются соответственно сферическим преобразованием Радона 
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Эти преобразования имеют следующий геометрический смысл: если 
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Обобщением приведенных выше преобразований (функций) являются проекционные функции 
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здесь 
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В задачах геометрической томографии значительный интерес представляют формулы обращения интегральных уравнений, вопросы единственности и устойчивости их решений.
Если 
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 выпуклое тело, ограниченное поверхностью класса 
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В таком случае решение уравнения (1) с ядром 
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Теорема 2. Замкнутая выпуклая поверхность 
[image: image119.wmf]S

 класса 
[image: image120.wmf]2

С

+

 в 
[image: image121.wmf]3

R

 однозначно с точностью до параллельного переноса восстанавливается по функционалу 
[image: image122.wmf](

)

(

)

(

)

,

u

bS

u

aF

2

u

f

+

=

 
[image: image123.wmf]0

a

¹

, 
[image: image124.wmf]0

b

¹

, 
[image: image125.wmf]0

b

a

¹

+

.

Доказательство. Для уравнения 
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относительно 
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где 
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 ( поверхностный оператор Лапласа. Следовательно, произведение главных радиусов кривизны 
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Таким образом, в зависимости от вида ядра 
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Что касается физической интерпретации, то функция 
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может характеризовать интенсивность излучения поверхностью 
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 Интеграл в этой формуле есть в точности площадь проекции 
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 ( проблема Христоффеля.
Теорема 3. Пусть 
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 ( замкнутая строго выпуклая поверхность класса 
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 ( строго монотонная функция главных радиусов кривизны 
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 и непрерывная функция единичного вектора 
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где
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 ( полное ядро, определяется однозначно с точностью до параллельного переноса 
Доказательство. По теореме 1 уравнение (3) однозначно разрешимо относительно функции
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 удовлетворяет условиям теоремы единственности замкнутых выпуклых поверхностей с заданной функцией главных радиусов кривизны [8]. Согласно этой теореме поверхность 
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 определяется однозначно с точностью до параллельного переноса.

Сформулируем следующую задачу. Определяется ли однозначно связное компактное аналитическое многообразие без края в 
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 ( площадь ортогональной проекции многообразия на плоскость 
[image: image173.wmf],u0

x

<>=

, а 
[image: image174.wmf]()

Su

 ( площадь освещенной части многообразия 
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Пусть 
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 ( связная компактная аналитическая поверхность без края в 
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. Существуют поверхности, ортогональные проекции которых на любую плоскость 
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 являются выпуклыми. Примером такой поверхности является аналитическая поверхность, заданная в прямоугольной декартовой системе координат уравнением:
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Эта поверхность получается вращением вокруг оси OY овала Кассини с «талией» 
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Невыпуклые аналитические поверхности с выпуклыми проекциями можно построить также следующим образом. Рассмотрим аналитический овалоид и отсечем от него конечное число шапочек с непересекающимися плоскими контурами 
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. Заклеим плоские контуры кусками плоскостей ( крышками. Слегка вдавим эти плоские куски внутрь, так, чтобы получилась невыпуклая аналитическая поверхность. Сферическое изображение поверхности, которая не содержит вдавленных частей, покрывает всю сферу 
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[image: image184.wmf]4

p
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Пусть 
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- подмножество 
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-поверхностей, которые получаются отсечением конечного числа центрально симметричных шапочек от аналитического центрально симметричного овалоида.

Теорема 4. 
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-поверхность определяются площадями ортогональных проекций на плоскости всевозможных направлений однозначно с точностью до параллельного переноса. 

Доказательство. Площадь 
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 ортогональной проекции 
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 совпадает с площадью 
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ортогональной проекции выпуклой оболочки 
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-поверхности. По построению выпуклая оболочка 
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-поверхности ( выпуклая центрально симметричная кусочно-аналитическая поверхность. Площадь 
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, дается формулой:
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где 
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 - симметричная поверхностная функция выпуклой оболочки. Уравнение (4) однозначно разрешимо относительно меры 
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 [4]. По теореме единственности А.Д. Александрова поверхностная функция 
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 определяет выпуклую оболочку поверхности однозначно с точностью до параллельного переноса. Таким образом, по функции 
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-поверхности. Как доказано в [9], связная аналитическая поверхность однозначно определяется своей выпуклой оболочкой. 

Аналогично можно показать, что 
[image: image203.wmf]1
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- поверхность определяются длинами границ своих ортогональных проекций на плоскости всевозможных направлений. 

Отметим, что в работе [10] предложен метод восстановления формы выпуклой оболочки невыпуклого тела и рассеивающих параметров по фотометрическим измерениям и обобщенной функции яркости.
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